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Введение. Сигналы с полиномиальным законом фазовой модуляции часто встречаются в системах ра-
диосвязи, гидро- и радиолокации, акустики, технической диагностики. Оценивание полиномиальных ко-
эффициентов фазы является актуальной задачей в теории сигналов. В настоящее время предложено 
большое количество алгоритмов оценивания. Оптимальным способом является метод максимального 
правдоподобия. Однако его реализация связана с проведением многомерного поиска, что делает метод 
малопригодным для практической реализации. Существуют близкие к оптимальным способы оценива-
ния, среди которых можно выделить HAF-алгоритм, который основан на вычислении функции неопреде-
ленности сигнала высокого порядка (High order Ambiguity Function), и CPF алгоритм, который использует 
вычисление кубической фазовой функции (Cubic Phase Function) и дает близкие к оптимальным оценки 
для сигнала с квадратическим законом частотной модуляции. Недостатком первого из названных мето-
дов является большое количество комбинаторных шумовых компонент, возникающих в процессе реше-
ния. Недостатками второго – ограниченная область применения и реализация одномерного поиска оце-
нок без возможности применения алгоритмов быстрого вычисления преобразования Фурье. 
Цель работы. Синтезировать алгоритм оценивания коэффициентов фазового полинома произвольного 
порядка, дающий малое количество шумовых комбинаторных составляющих и основанный на использо-
вании быстрых алгоритмов преобразования Фурье. 
Материалы и методы. В статье введено понятие решающей функции, которая рассчитывается таким 
образом, чтобы ее фаза содержала только моном первого порядка с коэффициентом, равным старшему 
коэффициенту фазового полинома сигнала. 
Результаты. Новый алгоритм оценивания, особенностью которого является возможность использова-
ния для нахождения оценок быстрых алгоритмов вычисления преобразования Фурье. Каждый полино-
миальный коэффициент оценивается на основе унифицированной процедуры, которая уменьшает коли-
чество комбинаторных шумовых компонент в процессе поиска оценок. 
Заключение. Синтезированный алгоритм дает асимптотически эффективные оценки при меньших отно-
шениях сигнал/шум по сравнению с алгоритмом, основанным на вычислении функции неопределенно-
сти высокого порядка (HAF-алгоритмом). 
Ключевые слова: полиномиальный закон фазовой модуляции, полиномиальные фазовые коэффици-
енты, функция неопределенности высокого порядка, кубическая фазовая функция, оценка параметров 
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Abstract 
Introduction. Polynomial phase signals frequently appear in radar, sonar, communication and technical appli-
cations. Therefore, estimation of polynomial phase coefficients of such signals is an urgent problem in signal 
theory. Currently, a large number of estimation algorithms have been proposed. The best way is the maximum 
likelihood (ML) method. However, its implementation is associated with a multidimensional retrieval, which 
makes the method unsuitable for practical implementation. A number of alternative strategies have been devel-
oped to circumvent the ML difficulties. These strategies are very close to optimal. Among them one can single 
out the HAF-algorithm based on the computation of the High order Ambiguity Function and the CPF algorithm, 
which uses the computation of the Cubic Phase Function and produces very accurate estimates for signals with 
the quadratic frequency modulation. However, both algorithms have obvious drawbacks. The HAF algorithm pro-
duces a large number of combinatorial noise components. The CPF algorithm is limited in its implementation to 
the third order polynomial signals and does not use fast algorithms, such as the Fast Fourier Transform. 
Aim. Synthesis of an estimation algorithm that produces a small number of noise combinatorial components 
and uses the Fast Fourier Transform computation algorithms to find coefficient estimates of an arbitrary order 
phase polynomial. 
Materials and methods. In the paper a concept of a decisive function was introduced. It was calculated so that 
its phase contained only a first-order monomial with a coefficient equal to the highest coefficient of the signal 
phase polynomial. 
Results. A new estimation algorithm was proposed able to use Fast Fourier Transform computation algorithms 
to find estimates. Each polynomial coefficient was estimated on the basis of a unified procedure, which reduced 
the number of combinatorial noise components in an estimate search. 
Conclusions. The synthesized algorithm gives asymptotically efficient estimates for lower signal-to-noise ratios 
in comparison with the HAF-algorithm. 
Keywords: polynomial phase modulation, polynomial phase coefficients, high-order ambiguity function, cubic 
phase function, signal parameter estimation 
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Введение. Сигналом с полиномиальным зако-
ном фазовой модуляции (ПФМ-сигнал) называ-
ется дискретный сигнал вида 
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где 
0
A  – амплитуда;  , 0,pa p P  – полиномиаль-
ные коэффициенты фазы (ПКФ); N  – длительность 
сигнала; P  – порядок фазового полинома. Подобные 
сигналы часто встречаются в радиотехнике, акустике, 
технической диагностике [18]. ПФМ-сигналы ис- 
пользуются в системах связи, гидро- и радиолокации 
в случаях, когда необходимо выполнить высокие тре- 
бования к уровню внеполосного излучения (напри- 
мер, спутниковые системы связи, многопозиционные 
радиолокационные системы). Обработка подобных 
сигналов – часто встречающаяся задача в радиолока- 
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торах с синтезированной апертурой, радиолокацион-
ных и акустических системах наблюдения за движу-
щимися объектами, биолокации, системах контроля 
состояния механических систем. В связи с этим важ-
ной практической задачей является оценка полино-
миальных коэффициентов в случае, когда сигнал 
 s n   принимается на фоне белого шума с извест-
ными статистическими характеристиками: 
       , 0, 1 ,z n s n w n n N     
где  z n   – наблюдаемый на интервале приема 
 0, 1N   сигнал;  w n  – белый шум с известной 
средней мощностью .wP  К настоящему времени 
предложено несколько методов решения данной 
задачи [9–20]. В статье [17] дан развернутый ана-
лиз предложенных методов, а также наиболее ис-
черпывающий библиографический список работ 
на данную тему. 
Оптимальным способом является метод макси-
мального правдоподобия [9, 17]. Однако его реализа-
ция требует многомерного поиска, что делает метод 
малопригодным для практического применения.  
В связи с этим существуют альтернативные стратегии 
поиска оценок, мало уступающие по эффективности 
оптимальному. Согласно [17] одним из наиболее про-
стых и эффективных алгоритмов решения поставлен-
ной задачи является алгоритм с использованием 
функций неопределенности высокого порядка 
(ФНВП; High-order Ambiguity Function – HAF), кото-
рый был впервые предложен в [18] и в дальнейшем 
будет называться ФНВП-алгоритмом. Этот алгоритм 
сводится к последовательному дифференцированию 
фазового полинома с помощью следующей рекур-
рентной процедуры: 
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где * – оператор комплексного сопряжения; 
1 2, ,..., Q    – заранее выбранные параметры сдвига 
отсчетов сигнала  z n  ; 1,2,..., 1Q P    – порядок 
функции  1 2;τ , τ ,..., τQ QPD n .  
При отсутствии шума 
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где постоянная С не зависит от дискретного вре-
мени n. Следовательно, согласно ФНВП-алгоритму 
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где    цифровая частота; ^  оценка соответству-
ющего параметра; 
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    
      – 
функция неопределенности  1 -гоP    порядка. 
Оценка следующего по старшинству ПКФ 1Pa   
осуществляется тем же способом, но примени-
тельно к сигналу      1 ˆexp .PP Pz n z n ia n    
Для получения наилучшего качества оценивания 
рекомендуется брать  1 2 1... 2P N P        
[17, 18]. Очевидно, что при наличии шумов в со-
ставе сигнала    , 0, 1z n n N    в 
 1 2 1; , ,..., , 1,..., 1,
p
PPD n p P       помимо од-
ной сигнальной присутствуют шумовые комбина-




 . Такое большое количе-
ство комбинационных шумовых компонент (напри-
мер, при 4P    их количество будет равно 255) 
должно негативно влиять на качество оценивания. 
Перспективным алгоритмом оценки полиноми-
альных фазовых коэффициентов сигнала с квадрати-
ческим законом частотной модуляции [17, 19, 20] 
   3 20 3 2 1 0exp ,s n A i a n a n a n a         
 0, 1 ,n N    который является частным случаем 
ПФМ-сигнала, является алгоритм, основанный на 
использовании кубической фазовой функции (КФФ; 
Cubic Phase Function – CPF): 
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который в данной статье будет называться 
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КФФ-алгоритмом. КФФ-алгоритм, впервые предло-
женный в [19, 20], позволяет последовательно найти 
оценки ПКФ  3,2,1,0pa p   и амплитуды 0A :  
   
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где 1n   – заранее выбранный момент времени 
  1в 19 рекомендуется выбор 0.11 ;n N   1 ωZ   
преобразование Фурье от сигнала 
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КФФ-алгоритм обладает двумя очевидными 
недостатками: во-первых, из всех возможных от-
счетов дискретного времени n в формировании 
оценок, как следует из (3), используются только 
два: 0 0n   и 1n ; во-вторых, для ускорения расче-
тов при вычислении КФФ (2) нельзя использовать 
алгоритмы быстрого вычисления преобразования 
Фурье. Кроме того, не ясно, как можно обобщить 
КФФ-алгоритм на ПФМ-сигналы с произвольным 
порядком фазового полинома. 
Целью представленной статьи является синтез 
такого алгоритма оценивания, который позволяет 
устранить отмеченные недостатки ФНВП  
и КФФ-алгоритмов. Статья структурирована  
следующим образом. Вначале описан синтез  
нового алгоритма оценивания ПКФ. Далее приве-
дены результаты математического моделирования 
синтезированного алгоритма применительно  
к сигналу с квадратическим законом частотной 
модуляции (ЧМ) (Р = 3) и сигналу с кубическим 
законом ЧМ (Р = 4) соответственно. Дается срав-
нительный анализ предлагаемого алгоритма  
с КФФ- и ФНВП-алгоритмами. В Приложении 
определены соответствующие границы Крамера–
Рао (ГКР) для оценок ПКФ, которые используются 
при сравнительном анализе рассматриваемых  
в статье алгоритмов. 
Синтез алгоритма оценивания ПКФ произ-
вольного ПФМ-сигнала. Целью синтеза явля-
ется создание такого сигнала  0 1 1; , ,..., ,Qzz n      
в дальнейшем называемого решающей функцией 
(РФ), который, подобно сигналу 




    в ФНВП-алгоритме, поз-
воляет простейшим способом получить оценку 
старшего ПКФ Pa . Для этого в фазе синтезируе-
мого сигнала должна остаться либо компонента, 
линейно зависящая от дискретного времени n  , 
либо постоянная составляющая, которые зависят 
от старшего коэффициента Pa . В первом случае 
оценка Pa   будет проводиться, как и в случае 
ФНВП-алгоритма, с использованием оценки спек-
тра синтезируемой РФ  0 1 1;τ ,τ ,...,τ ,Qzz n    во 
втором – посредством оценки его фазы. 
Выбор задержек 0 1 1, , ..., Q     представляет 
собой самостоятельную важную и трудную за-
дачу, поскольку связан с анализом точности  
оценивания ПКФ. В связи с этим в настоящей  
статье будем полагать: 






     
Такой выбор, хотя и является самым простым 
и очевидным, вполне оправдал себя в ФНВП-ал-
горитме, поскольку, как показано в [21], он явля-
ется близким к оптимальному для этого алго-
ритма. 
Пусть сигнал    , 0, 1z n n N    содержит 
сигнальную компоненту вида (1). Рассмотрим раз-
дельно 2 случая. 
А. Допустим, что оценка старшего коэффици-
ента фазового полинома основана на обработке РФ 













       
где      , ;q q qn z n z n         0Q   , qN   
и  0, 0, 1q q Q     – целые числа, подлежа-
щие определению   и 0  – множество целых 
и целых неотрицательных чисел соответственно). 
Заметим, что случай 0qN   не исключается и при 
наличии сигнала (1) соответствует использованию 
операции комплексного сопряжения: 
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Вычислим сигнальную компоненту: 
 
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где сумма 
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Потребуем, чтобы при заданных задержках 
































где X – неизвестное натуральное число, выбира-
емое таким образом, чтобы 1 1QN   . Сформу-
лированные условия представляют собой си-
стему линейных уравнений относительно неиз-
вестных  0,..., 1qN q Q  : 
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2 2 2
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Для того чтобы эта система имела решение, 
необходимо выполнение условия  1 2.Q P   
Таким образом определено Q . Решение полу-
ченной системы уравнений относительно неиз-
вестных  , 0, , 1 2qN q P     не представляет 
сложности. При этом 
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и компонента фазы сигнала  0 1 1; , ,..., ,A Qzz n     
содержащая старший ПКФ ,Pa   как и требова-
лось, является линейной функцией дискретного 
времени n. 
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где X – неизвестное натуральное число, выбирае-
мое таким образом, чтобы 1 1QN   . Сформулиро-
ванные условия представляют собой систему ли-
нейных уравнений относительно неизвестных 
 0,..., 1 :qN q Q   
0
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Для того чтобы эта система имела решение, необ-
ходимо выполнение условия 2 1.Q P   
Таким образом определено Q. Решение получен-
ной системы уравнений относительно неизвестных 
 0,..., 1qN q Q   также не представляет затрудне-
ний. При этом    0 1 2; , ,..., exp 2 ,A P Pzz n i Xa     
и фаза этой РФ является постоянной и линейно зави-
сит от старшего ПКФ .Pa  
Б. Допустим, что оценка старшего коэффициента 
фазового полинома основана на обработке РФ 
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где      , ;q q qr n z n z n        0,Q    qN   
и  0, 0, 1q q Q     – целые числа, подлежащие 
определению. Случай 0,qN   как и прежде, не ис-
ключается и соответствует использованию операции 
комплексного сопряжения (4). 
Вычислим сигнальную компоненту: 
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Потребуем, чтобы при заданных задержках 
































где X выбирается из условия 1 1.QN    Сформу-
лированные условия представляют собой систему 
линейных уравнений относительно неизвестных 
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Для того чтобы эта система имела решение, 
необходимо выполнение условия 2.Q P  
Таким образом определено Q. Решение полу-
ченной системы уравнений относительно неиз-
вестных  , 0, , 2 1qN q P   существует и 
   0 1 2 1 1; , ,..., exp 2 .B P P Pzz n i X a n a         
Компонента фазы сигнала  0 1 1; , ,..., ,Qzz n     
содержащая старший ПКФ Pa  , является линей-
ной функцией дискретного времени n . 
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где X выбирается из условия 1 1.QN    Сформу-
лированные условия представляют собой систему 
линейных уравнений относительно неизвестных 
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Для того чтобы эта система имела решение, необ-
ходимо выполнение условия  1 2.Q P   
Таким образом определено Q. Решение получен-
ной системы уравнений относительно неизвестных 
 , 0,..., 1 2qN q P    также легко получить. При 
этом 
   0 1 1 2; , ,..., exp 2 .B PPzz n i Xa       
Следовательно, фаза сигнала 
 0 1 1 2; , ,...,B Pzz n     
 постоянна и зависит от 
старшего коэффициента Pa . 
Оценка ПКФ сигнала с квадратической 
ЧМ. Тогда P = 3. Рассмотрим случаи А и Б. 
А. Поскольку P – нечетное, Q = 2 и система 
уравнений, неизвестными в которой являются 0N  
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Решением системы является 
 2 21 0 1 0 ,N N X       
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В последнем уравнении можно положить 
0 0   и 1 ,    поэтому 
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Б. В этом случае 2Q   и система уравнений с 
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Решением системы являются 
 
1
0 1 1 2 2
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поэтому  2 21 1 0X       . Отметим, что в данном 
случае не возможны решения с 0 0,   1 0   или 
0 1,    так как система для нахождения 0 1,N N  
становится вырожденной. Следовательно, можно 
положить 0     и 1 2 .    . При этом 1 1N    и 
0 2N   . Тогда 
 
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; ,2Bzz n    могут использо-
ваться для нахождения оценки старшего ПКФ 3.a  
Для нахождения других ПКФ применим тот 
же прием, что и в ФНВП-алгоритме. После полу-
чения оценки 3â  вычисляется сигнал 
    32 3ˆexp ,z n z n ia n   
 
который используется для нахождения оценки 
следующего ПКФ 2a . Для этого могут использо-
ваться следующие РФ (уравнения для них выво-
дятся тем же способом, что и для РФ оценки 3a ): 
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ПФК 1 0,a a  и амплитуда 0A  оцениваются анало-
гично КФФ-алгоритму (3). 
Найденные РФ для вычисления оценок всех 
ПФК следует объединить в следующие пары: 




  и 
   3 2
, ,B Azz zz
 
  
  так как у первой 
пары фаза РФ линейно зависит от дискретного 
времени n , а у второй пары РФ фаза постоянна. 
Такое разбиение унифицирует алгоритм обра-
ботки, поскольку вне зависимости от порядкового 
номера ПКФ для его оценки используется один и 
тот же способ. Алгоритм, использующий первую 
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пару, будем в дальнейшем называть алгоритмом 1, 
а вторую пару – алгоритмом 2. 
С целью определения качества предлагаемых 
алгоритмов, а также их сравнения с КФФ-алгорит-
мом, который считается лучшим для рассматрива-
емой задачи, использовалось математическое мо-
делирование. Для моделирования был выбран сиг-
нал, предложенный в [19], с ПКФ равными 0 1,a   
1 0.125 ,a    2 0.005,a   3 0.00001a   и амплиту-
дой 0 1.A    На рис. 1 приведены зависимости 
среднеквадратической ошибки в децибелах для 
оценок ПКФ 0 1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,a a a a   от отношения сиг-
нал/шум (ОСШ) 2 20 .wq A P  Излом на графиках 
соответствует пороговому значению ОСШ, кото-
рое разделяет области многозначности и одно-
значности оценок. Характеристики оценки ПКФ 
0Â  на рисунках отсутствуют. Длительность сиг-
нала была выбрана равной 511,N   причем сере-
дина сигнала соответствовала началу отсчета дис-
кретного времени    1 2, 1 2 .n N N       Ко-
личество статистических испытаний при модели-
ровании было выбрано равным 1000.K   На ри-
сунках также приведены графики нижней ГКР, ко-
торые определены в Приложении. 
Как следует из рисунка, алгоритм 1 значи-
тельно превосходит по качеству алгоритм 2. При-
чиной этого является высокий уровень шумов, 
возникающих при формировании РФ вследствие 
большого количества комбинационных шумовых 
компонент. Так, например, при оценке старшего 






zz n    количе-
ство комбинационных шумовых компонент 




;τ,2τBzz n   их количество увеличивается до 
 62 1 63.wK     Алгоритм 1 по сравнению с 
КФФ-алгоритмом проигрывает последнему в по-
роговом значении ОСШ, при котором среднеквад-
ратическая ошибка становится сравнимой с ГКР. 
У КФФ-алгоритма, как следует из рисунка, 
2 3дБq    , в то время как у алгоритма 1 
2 2дБ.q   Однако при 2 2дБq   точность оценки 
ПКФ для обоих алгоритмов примерно одинакова и 
близка к ГКР. 
Оценка ПКФ сигнала с кубической ЧМ. 
Найдем РФ для сигнала с 4.P   Поскольку стар-
шая степень фазового полинома – четное число,  
 
Рис. 1. Среднеквадратическая ошибка оценки ПКФ для сигнала с 3P   
Fig. 1. MSE of the polynomial phase coefficient estimates for a signal with 3P   
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в случае А 3Q  . Тогда система уравнений для 
вычисления неизвестных 0 1 2, , :N N N  
0
2 2 2
0 1 2 1
4 4 4 20 1 2
1 1 1 0





    
    
    
         
 




0 1 22 2 2 2
1 0 1 0
, , 1.N N N
    
   
     
 
Полагая 0 1 20, , 2 ,          получим 
0 1 23, 4, 1.N N N     Тогда РФ 
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Действуя аналогично, в случае Б получим: 
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Найденные РФ следует присоединить к группам, 
определенным ранее: 
     4 3 2
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С целью определения качества предлагаемых 
алгоритмов, а также их сравнения с ФНВП-алго-
ритмом для моделирования был выбран сигнал со 
значениями ПКФ 0 0,a 
2
1 5.25 10 ,a
 
4 6 8
2 3 47.32 10 , 2.36 10 , 2 10a a a
          и ам-
плитудой 0 1.A   На рис. 2 приведены зависимости 
среднеквадратической ошибки в децибелах для оце-
нок ПКФ 0 1 2 3 4ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  ,  ,  ,  a a a a a   и амплитуды 0Â   от 
ОСШ. Длительность сигнала была выбрана равной 
513.N    Середина сигнала соответствовала 
началу отсчета дискретного времени 
   1 2, 1 2n N N      . Количество статисти-
ческих испытаний при моделировании было вы-
брано равным 1000K  . На рисунках также при-
ведены графики нижней ГКР. В силу того, что ко-




; ,2Bzz n     равно 
 42 1 15,wK     против 
 
Рис. 2. Среднеквадратическая ошибка оценки ПКФ для сигнала с 4P   
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zz n  , алго-
ритм 2 не рассматривался. Алгоритм 1 показал 
очень хорошие результаты. Его пороговое ОСШ 
2 5 дБq   против 2 9 дБq   у ФНВП-алгоритма. 
Среднеквадратическая ошибка алгоритма 1 близка к 
ГКР. Таким образом, предлагаемый алгоритм может 
быть использован для оценки ПКФ сигналов с поли-
номиальным законом фазовой модуляции. 
Заключение. В статье предложен алгоритм 
оценки коэффициентов фазы сигнала с полиноми-
альным законом фазовой модуляции произволь-
ного порядка. Введено понятие решающей функ-
ции, которая получается из исходного сигнала и 
рассчитывается таким образом, чтобы ее фаза со-
держала только моном первого порядка с коэффи-
циентом, равным старшему коэффициенту фазо-
вого полинома сигнала. Благодаря этому в пред-
лагаемом алгоритме при поиске оценок использу-
ются алгоритмы быстрого вычисления дискрет-
ного преобразования Фурье. По сравнению с из-
вестным алгоритмом, основанным на вычислении 
функций неопределенности высокого порядка – 
HAF-алгоритмом, синтезированный алгоритм 
дает оценки лучшего качества.  
Это объясняется тем, что количество комби-
национных шумовых компонент, порождаемых в 
процессе вычисления решающих функций, в син-
тезированном алгоритме значительно меньше, 
чем у HAF-алгоритма. Методом математического 
моделирования показано, что получаемые оценки 
полиномиальных коэффициентов являются 
асимптотически эффективными. 
 
Приложение. Границы Крамера–Рао для ПКФ 
 
Вычислим ГКР для дисперсии ошибок ПКФ. 
Логарифм функции правдоподобия (ЛФП) вы-
борки сигнала      , 1 2, 1 2z n n N N       в 
рассматриваемом случае равен: 
 

















L A a p P z n n
z n A i a n
P 
    
     
  
 





Дважды дифференцируя ЛФП по оценивае-
мым параметрам и усредняя по шумам, несложно 
получить информационную матрицу Фишера, ко-
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    
Матрица ES  соответствует четным ПКФ, матрица 
OS  – нечетным ПКФ. Для вычисления ГКР необхо-
димо обратить матрицу F. Однако несмотря на блоч-
ный вид сделать это без упрощений затруднительно, 
поскольку значения элементов матриц ES   и OS  
быстро растут с увеличением их индексов при боль-
шом размере выборки N, и эти матрицы становятся 
плохо обусловленными. В связи с этим сначала опре-
делим асимптотическое значение элементов 
 2 1,2,ms m   при больших N, а затем представим 
матрицы ES  и OS  в виде, удобном для обращения. 
Асимптотическое значение элементов 
 2 1,2,ms m   при больших N можно вычислить, 

































Тогда матрицы ES  и OS  можно представить в 
виде матричных произведений: 
E E E E O O O O; , S D M D S D M D   
где      
2 4 6
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     
1 3 5
O diag 2 ,  2 ,  2 , D N N N
 
  
  – диа-
гональные матрицы; 
E O
1 1 3 1 5 1 3 1 5 1 7
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Полученные представления матриц ES  и OS  позво-

























Таким образом, задача о вычислении ГКР ре-
шена. Так в случае сигнала с квадратическим за-
коном ЧМ, полагая 3,P   получим: 
 2 2 20 ;A A Nq   
   
   
2 2 2 3 2
0 1
2 5 2 2 7 2
2 3
1.125 ;  37.5 ;
90 ;  1400 .
Nq N q
N q N q
   
   
 
Для ПФМ-сигнала с 4P    соответствующие 
среднеквадратические ошибки равны: 
   
   
   
2 2 2 2 2
0 0
2 3 2 2 5 2
1 2
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3 4
, 3.515625 ,
75 , 2205 ,
2800 , 44100 .
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